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Matematické modely prvkov elektriza¢nej sustavy pre rieSenie
prechodnych dejov

Aj matematicky model je len model. Matematickymi vztahmi sa daju teoreticky
charakterizovat’ vSetky vlastnosti modelovaného objektu, ale vécSinou, pri pozadovanej

presnosti urCitého typu simuldcie, to nie je potrebné. Vyznamny prvok sustavy je
v elektroenergetike vedenie. Na iom je mozné ukazat’ problematiku tvorby modelu.

Ustaleny stav

Modelovanie pre simuldciu ustalenych stavov striedavych obvodov vystaci cCasto
s najjednoduchsim modelom, ktorym je sériové spojenie odporu a induktancie. Pre fazory
prudu a napétia plati rovnica:

U=R+j-X)I (1)

Napriklad pre rieSenie zemnych spojeni je vSak model potrebné doplnit’ o kapacitu

vedenia avznikne tak gama alebo castejSie pi ¢lanok (ndhradnd schéma je nakreslena
programom ATPDraw):

WCQ
)

Obr. 1 Nahradna schéma pi clanku
Clanok je mozné popisat’ fazormi pradu a napitia U; a I, U, a I, rovnicami:
U=R+j o L)I+U, 2)

jo-C

I, = '(U1+U2)+12 3)

Tento model postacuje v pripade jednofazovych obvodov a v pripade symetrickych
trojfazovych obvodov, kde uvedeny pi clanok bude predstavovat jednopdlovu néhradnu
schému vedenia. Pre rieSenie nesymetrickych stavov by vSak uz tento model nepostacoval
a musel by sa pouzit’ model indukéne viazanych obvodov. Daliia moznost je potom vyuZitie
metody sumernych zloziek, ktora nesumernu impedanciu rozlozi na nulova, suslednt a spéatnu
zlozku. Ked'Ze rieSenie nesimernych stavov je skor typické pre prechodné deje, tieto buda
popisané v nasledujucom texte.
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Prechodny dej

Pretoze rieSenie obvodov v ustdlenom stave je viazané na jedini frekvenciu siete,
potom pri rieSeni prechodného deja mdze byt rozsah frekvencii zna¢ny. V Tab. 1 je uvedeny
typicky rozsah frekvencii pre vybrané prechodné deje.

Tab. 1 Rozsah frekvencii pre vybrané prechodné deje

Prechodny dej Rozsah frekvencii
Zapinanie transformatorov, ferorezonancia 0,1 Hz + 1 kHz
Zmena zataze 0,1 Hz + 3 kHz
PreruSenie skratov 50 Hz = 3 kHz
Zapnutie do skratu, zapinanie naprazdno, opdtovné zapinanie 50 Hz + 20 kHz
Prechodna zlozka zotaveného napétia a blizky skrat 50 Hz + 100 kHz
Viacndsobny prieraz vykonového vypinaca 10 kHz + 1 MHz
Atmosférické prepitia, skraty v rozvodniach 10 kHz + 3 MHz
Spinanie odpojovaca, skraty v zapuzdrenych rozvodniach 100 kHz + 50 MHz

Z tabul’ky je zjavné, Ze pomerne casto nebude nutné vytvarat model vedenia pre
rozsah frekvencii od desatin hertza po desiatky megahertzov, ale bude mozné sa uspokojit’
s jednoduch§im modelom pre pozadovany rozsah frekvencii. S rozsahom frekvencii suvisi
d’alej delenie modelov na firekvencne nezavislé a frekvencne zavislé. Frekvencne nezavislé
modely potom zahriuji dve kvalitativne rozdielne skupiny ato modely so sustredenymi
a modely s rozloZenymi parametrami.

Frekvencéne nezavislé modely vedenia

Pri rieSeni urcitého prechodného deja, nie je potrebné poznat cely priebeh, ale Casto je
pozadovana znalost' len vybranej Casovej oblasti. V elektrickych sietach tak mozu byt
sledované pomalé elektromechanické prechodné deje, ale taktiez rychle elektromagnetické
(vlnové) prechodné deje. Podl’a potreby sa potom moéze pouzit’ model frekvencne nezavisly so
sustredenymi parametrami vypocitanymi pre pracovnu frekvenciu, ktory odpoveda sledovane;j
Casove]j oblasti. Pre vel'mi rychle prechodné deje sa potom pouzije frekvencne nezavisly
model vedenia s rozloZzenymi parametrami. Modely mézu byt d’alej jedno nebo viacfazové.

Modely vedenia so sustredenymi parametrami

Model pi ¢lanku podla Obr. 1 pre trojfaizové nesymetrické vedenie sa dé popisat
admitan¢nou a impedan¢nou maticou, ktora obsahuje vlastné a vzajomné prvky:

JjoC, joC, joC,
Y=jw-C jwC, jwC, “4)
Jo-Cy jo-C, jo-Cy
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Ry+j-w-L, Ry+j oL, Ri+j wL;
Z=R,+j oL, Ry+j oLy, Ry+j oLy (5)
Ry+j oLy Ry+j oL, Ry+j oLy

Pri vyuziti transpozicie bude vedenie symetrické a vSetky vlastné prvky (s) budu
rovnaké a taktiez rovnaké budi vzajomné prvky (m). Admitancné a impedanéné matice pre
symetricky pi ¢lanok potom budu:

jow-C jooC, jC,
Y=|jro-C, joC joC, (6)
j.a).ClTl j.w.Cm j.a).CS

R+jw-L R, +j oL, R +jw-L,
Z=R,+jw-L, R+jwL R +jw-L, (7)
R, +jw-L, R +jwL, R+j oL

Pre ubytok napidtia v jednotlivych fadzach na vzdialenosti x pri odporoch
a induk¢nostiach v QO/m plati:

_d_U:Z.I (8)
dx

Vlastny vektor pre transponované vedenie je zname a matica impedancie, resp.
admitancie sa da transformovat’ na diagonalnu:

0
1 3
T=—1 — = 9)
Va2 V2
L _ 3
V2 2
Zgy 0 0
Z,=T"2ZT={0 Z, 0 (10)
0 0 Z

Predovsetkym pre vypocty ustalenych stavov sa daji matice zjednodusit’ pri zavedeni

sumernych zloziek. Fortescue rozlozil nesumernu trojfazovu sustavu na nulovu, stslednu
a spatnu zlozku pomocou jednotkového vektora —1 + j @ Pre symetricky pi ¢lanok potom

platia nasledujuce vztahy medzi vlastnymi a vzdjomnymi zlozkami impedancie a medzi
nulovou Z() a suslednou Z) zloZkou impedancie:

Zoy=Z, 427,  Zy=Z.~Z, (11)
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A pre ubytok napétia v zlozkovej sustave plati:

dUSlTl
Sl LSS | (12)

d X sym sym

Modely vedenia s rozlozenymi parametrami

Pre vel'mi rychle prechodné deje, pripadne prechodné deje na dlhych vedeniach, je
nutné brat’ vedenie ako obvod s rozlozenymi parametrami. To nastane vzdy, ked’ dizka viny
s najvyssou frekvenciou je omnoho kratsia, ako dizka vedenia. Pre element homogénneho
vedenia s parametrami R, L, C a G pre jednotkovii dizku vedenia plati:

_ou_ 0 L0 _ o0 s (13)
ox ot ox ot

Jednoduchy model vedenia srozlozenymi parametrami predstavuje Bergeronov
model. Uvazuje bezstratové vedenie a v rovnici (13) je teda R=G=0. Po uprave sa da
popisat’ Sirenie napitia, resp. pradu po vedeni vzt'ahom:

1 '82u_82u
L-C ox* ot

(14)

Z rovnic (13) vyplyvaji dva vzt'ahy pre vedenie bez strat. Prvym je vinova impedancia
vedenia Z,:

L
7 - |= 15
v C (15)

a rovnica pre rychlost’ vin po vedeni v, resp. dobu chodu vin po vedeni 7 pri dizke
vedeni /:

v:% r=14L-C (16)

Straty na vedeni predstavované odporom vedenia reSpektuje potom Bergeron
celkovym odporom, ktorého jedna polovica je na vstupe adruhd na vystupe modelu
s rozlozenymi parametrami vid’. Obr. 2.

R/2 Zv,v R/2
Obr. 2 Jednofazovy model vedenia s rozlozenymi parametrami Bergeron
Na rozdiel od modelov so sustredenymi parametrami, sa pri modeli s rozloZzenymi

parametrami udava odpor vedenia, vlnova impedancia a rychlost’ Sirenia vln po vedeni. Pre
symetricky trojfazovy model vedenia sa da vyuzit’ metoda symetrickych zloziek a zadanie
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nulovej a suslednej zlozky parametrov; pre nesymetricky model potom eSte spitnu zlozku
alebo sa opit’ zadaju vlastné a vzajomné parametre.

Numerické rieSenie frekvencéne nezavislého modelu

Popisané modely vedenia slizia pre vytvorenie simula¢ného modelu siete. To, ako
uskutocniuje pocita¢ numericky vypocet v ur¢itom simula¢nom programe, sa da ukazat’ na
jednoduchom obvode jednovodicovych vetiev. Schéma na Obr. 3 obsahuje 5 vetiev, v prvej je
pradovy zdroj, druht tvori odpor, tretiu indukcnost, Stvrta kapacita a piatu vedenie
s rozlozenymi parametrami bez strat.

Obr. 3 Schéma pre ilustraciu spdsobu vypoctu

Pre uzol 1 musi platit’ rovnost’ prudov v uzle:
0, () = i, (0) + i3 (0) + 1y, () + 15(2) (17)

Druhou vetvou potecie prud, ktory sa da vyjadrit’ pomocou napéti uzlov:
) 1
i (1) = -l () =, ()] (18)

V tretej vetve je induk¢nost’ a indukény zékon je mozné pri kroku vypoctu At napisat’:

u() —ut=An) _ i) =it = A)

19
2 At (15)
A prud v tretej vetve tak bude mat’ velkost™:
. At .
i (0) =5 [ ) = (] sty (¢ = &) (20)

Kde hist je hodnota prudu v predchadzajucom kroku vypoctu. Analogicky bude prud Stvrtej
vetvy:

i, (1) = % Juy @) = uy ()] + hist,, (t — Ar) 1)
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Pre piatu vetvu platia rovnice (13) az (16). Z nich pre hodnotu pradu v 5. vetve vyplyva:

b5 (6) = —— [, (1) —ug (O] + st (t = 7) (22)

1
ZV
Pritom musi platit’: Az < 7a z rovnice (22) sa hist urci:

hist,(t — ) =—Zi-u5(t—r)+i15(t—r) (23)

v

Po dosadeni pradov vetiev do rovnice (17) bude:

I At 2-C 1 1 At 2-C 1
—t——tFt—F— |y )~ U, () ———u; () ———u, ({)) ——us(t) =
(R ARy ZJ (0= )= O = =o =)

= i () — hist,, (t — At) — hist,, (t — At) — hist,s(t — 7) (24)

v

Tato jednoducha algebrickd rovnica méze byt zovseobecnena pre l'ubovolny typ siete
maticovym zapisom:

|G- [u(®) =i(t))- |ist] (25)

V rovnici (24) pritom buda uzly so znamym potencidlom (uzemneny alebo napitovy
zdroj), ale taktiez uzly snezndmym potencidlom. Ich potencidl sa dd urcit rieSenim
ustaleného stavu. Pre schému podl'a Obr. 3 by v pripade striedavych obvodov boli rovnice
(17) az (21) vyjadrené pomocou fazorov nasledovne:

I=1,+1;+1,+1; (26)
1

112:_'(U1_U2) (27)
R

1

I =- '(U1_U3) (28)
jro-L

l,=j 0 C-(U-U,) (29)

Pre vedenie s rozlozenymi parametrami pri nahrade pi ¢lankom sériovej a paralelnej
admitancie moze byt fazor pradu zapisany:

Y

Y+—> -Y | |u
2 1

: (30)
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Pritom pre sériovil admitanciu Y; a paralelnt ¥, homogénneho dlhého vedenia plati:

tgh(L'l
1 , sinh(y 1) Yoo . 2
Sl Rt jow-n) 2D D L ieo) 2 31
Y (R+) ) . 5 2( J ) -~ (31)
2

A upravou tychto rovnic je mozné pre prvky hlavnej diagonaly matice v rovnici (30) napisat’:

Y .l
Y +-2 =Y -cosh(ZL 32
5 =k (2) (32)

Pri¢om yje Cinitel Sirenia a je dany rovnicou:

y=J(R+j @ L)-(G+j-@-C) (33)

Vztahy sa d’alej zjednodusia pre vedenie bez strat, ked’ hyperbolické funkcie prejda na
goniometrické. Pri priemyslovej frekvencii 50 Hz a dizkach vedenia do 100 km budi mat
funkcie sin a tg i sinh a tgh hodnotu 1 a rovnice (31) prejdi na rovnice obyc¢ajného pi ¢lanku.
Féazor prudu ,,15% z rovnice (30) je dany:

Yp
115: Ys"’? 'Ul_Ys'Us (34)

A dosadenie do vztahu (26) potom bude:

Y
I:(l+ ! +j-a)-C+YS+—"J-U1—l-U2— !
L 2

R j o R jro-L

Uy -j-0-C.U -Y U

(35)

Priklad porovnania modelov so sustredenymi a rozlozenymi parametrami

Problematiku tvorby modelu vedenia je mozné ukdzat’ na trividlnom priklade. Bude
rieSeny prechodny dej po privedeni jednotkového skoku napétia na vedeni v stave naprazdno
(zataz 1 MQ). Parametre vedenia budua: odpor 5 Q, induk¢nost’ 25 puH a kapacita 10 nF.

Pre model so ststredenymi parametrami sa porovna gama a pi ¢lanok a pre model so

sustredenymi parametrami typu Bergeron je potrebné dopocitat’ vinova impedanciu a rychlost’
vIn podl'a rovnic (15) a (16).

Z= /%:SOQ 7=4/25-0,01 =0,5ps

Pri zvolenej dizke vedenia 100 m (nema na vypodet vplyv), bude rychlost vin po
vedeni 100/0,5 = 200 m/Qs a merny odpor 5/100 = 50 mQ/m. Obr. 5 ukazuje priebehy napitia
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na konci vedenia, SG pre model gama ¢lanku a SP pre pi ¢lanok sustredenych parametrov
a R100 priebeh pre rozlozené parametre.

U 5ohm 0,025 mH sSG

.||_|
’ 1M
10nF|

U 5ohm 0,025mH R,Zyvl

u
SP R100
| HI~ T
’ 1M ) 1M
5nF | 5nF |

Obr. 4 Porovnanie modelov so sustredenymi a rozloZenymi parametrami

2.0

VI

1.6

1.2

0.8

0.4

OO T T T T T T T T
0 1 2 3 4 us] 5
(file rozsou.pl4; x-vart) v:SG - v:SP - Vv:R100 -

Obr. 5 Napitie na konci vedenia v stave naprazdno po privedeni jednotkového skoku na
zaciatok

Frekvencéne zavislé modely

Parametre vedenia sa pre bezné vypocty daji povazovat za frekvencne nezavislé,
uplne to plati o vonkajSej indukcénosti a kapacite vzdusného vedenia, menej uz pri kablovom
vedeni. Frekvencne zéavisly je vSak odpor vedenia a vnutornd induk¢nost’, kde sa uplatiiuje
skinefekt a pri viac vodicovom vedeni jav blizkosti. TaktieZ odpor zeme je frekvencne
zavisly. V zaddvanom tseku je vedenie uvazované ako homogénne a vSeobecne prenho platia
rovnice (13). Je tu viak d’alii problém, ako volit' dizky tsekov, aby vedenie v kazdom z nich
mohlo byt povazované za homogénne. Uz samotné vzdusné vedenie mé& pomerne iné
parametre v okoli stoziara ako v oblasti maximalneho previsu. Maly pocet usekov sice urychli
vypocet, ale mdze spOsobit’ chyby spriemerovanim parametrov. Naopak, prili§ vel'ky pocet
tisekov zbytoéne prediZi vypodet a na prechodoch medzi Gisekmi bude dochadzat’ k odrazom,
ktoré mozu vyvolat’ d’alSie oscilacie na vedeni.
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Parametre vzdusného vedenia

Vrovnici (13) pre sériova impedanciu je potrebné uvazovat s frekvencnou
zavislostou odporu a induk¢énosti a vSeobecne sa da tato rovnica napisat’ pre vektory fazorov
pradov a napéti (voc¢i zemi):

dU
|42tz 39

Matica impedancie na jednotku dizky obsahuje vlastné avzajomné prvky a st
frekvencne zavislé:

1Z|=|R(o)|+ j 0| L(w)| (37)

Trojfazové vedenie je najmenej trojvodi¢ové s jednym zemniacim lanom. Vodice faz
su samostatné alebo tvoria zvazok. Vyska vodi¢a nad zemou bude vplyvom priehybu vodi¢ov
medzi stoziarmi uvazovana ako priemerna vzt'ahom: vyska uprostred + 1/3 priehybu. Odpor
pody nie je nulovy ada sa korigovat’ napriklad pomocou Carsonovej rovnice. Pre danu
frekvenciu je potrebné taktiez korigovat’ odpor a vnutorni indukénost’ na skinefekt. Vlastnu
zlozku impedancie je potom mozné napisat’ v tvare:

Z =R, +AR, +j-(a)-—2ﬂ° 2 + X, +AXl.,.j (38)
/4 V.

1

A podobne pre vzajomni zlozku impedancie je moZn¢ napisat’ (vSetko v ohmoch na
jednotku dlzky):

Zl.k=Zki:AR[k+j-(a)-ﬂ-lnﬂ+AXikj (39)

2. d,

R, X, striedavy odpor a vnitornd induk¢nost’ vodica

AR, ,AX, korekcné ¢leny pre spatny prad zemou

h,r, priemernd vyska vodi¢a nad zemou a polomer vodica

D,.d, vzdialenost’ i-teho vodica od obrazu k-teho vodica a vzdialenost’ i-teho vodica
od k-teho vodica

, 1, uhlova rychlost’ pre danu frekvenciu a permeabilita vakua

Pri vzduSnom vedeni sa neuvazuje zvod a kapacitnd matica sa da odvodit’ pomocou
metddy potencidlovych koeficientov. Pre vlastné a vzajomné potencialové koeficienty plati:

1 -lnz.h" B 1 -lnz.D"k
D 276, - Pix = Py 276, d,

1

(40)
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Oznacenie je rovnaké ako bolo spomenuté vysSie, priCom & je permitivita vakua
a kapacitnd matica je inverzna k matici potencialovych koeficientov:

cl=Ip" (41)
dr|_ . 1yl
|82 o fct - o “)

Vseobecne su vedenia nesymetrické, v pripade transpozicie su symetrické. Vlastny
vektor pre transponované vedenie je znamy a je uvedeny v rovnici (9). Transformovat’ maticu
nesymetrického vedenia na diagondlnu je obt'aznejSie a vlastny vektor pre kazdy pripad je
iny, ale problém je riesitelny.

Numerické rieSenie frekvencne zavislého modelu

Frekven¢ne zavislé modely vedenia su charakterizované predovsetkym dvoma
parametrami, vinovou impedanciou a ¢initelom S§irenia:

R+j-w-L , ;
Z = |— =\J(R+j-0-L)(G+j-w-C 43
. 1/Gﬂ._w,c y=J@R+j-0-L)(G+j oC) (43)

Pritom st vSeobecne vSetky veliCiny frekvencne zavislé, predovsetkym sériovy odpor
a induk¢nost’. Ich frekvencna zéavislost' je potom vécSia pri netoCivej zlozke nez suslednej
a pre rieSenie zemného typu spojenia je dblezita. Pre danu frekvenciu je mozné pisat’ podla
Bergerona vztah medzi vstupnymi a vystupnymi hodnotami viny postupujiicej z uzla m do
uzla k, ¢o vyplyva z rovnic (30) az (32) pre pi clanok:

cosh(y-l)  Z, -sinh(y-[)

Ui =1 . . U (44)

I, Z_V -sinh(y 1) cosh(y-) | |-
Rovnicu je mozné po Gprave napisat’ v tvare:

u-z,-1,=U,+2Z,-1,) e (45)
V pripade bezstratového vedenia je moZzné upravit’ exponent na:

yl=j-w-t (46)
A rieSenie vo frekvencnej oblasti transformovanej do ¢asovej ma potom tvar:

u ) -2, i, O)=u, (t-71)+Z, i, (t—-7) (47)

Pre frekvencne zavislé modely je vSak ako aj vinova impedancia, tak aj Cinitel’ Sirenia,
frekvencne zavisla a rieSenie rovnice (44) je zlozitejSie.



